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2 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Предлагается математическая модель траектории 

замера участков поверхности почвы, выполненной лазерным профилографом 
методом кругового сканирования. Среди известных контактных методов из-
мерения неровностей поверхности наибольшее распространение получил пин-
метод, или профилометрирование, в то время как среди бесконтактных поль-
зуются популярностью наземное лазерное сканирование и цифровая фото-
грамметрия. Предметом исследования являются процессы замера различных 
участков поверхности почвы. Цель работы – установление математической 
модели траектории замера участков поверхности почвы. 

Материалы и методы. Для измерения шероховатости профиля поверхно-
сти почвы предлагается использовать лазерный профилограф для кругового 
сканирования. Преимуществом профилографа является высокая точность за-
мера (±0,1 мм), которая обеспечивается лазерным датчиком. Также по сравне-
нию с устройствами, производящими измерение в одной продольно-вертика-
льной плоскости, профилограф с круговым сканированием имеет габариты до 
4–5 раз меньше при одной длине сканирования. При замере данных круговым 
сканированием в декартовой и полярной системе с началом системы в центре 
вращения датчика установлены системы уравнений.  

Результаты. Для получения математической модели траектории замера 
профилографом, производящим сканирование по окружности постоянного ра-
диуса, теоретически исследован контроль плоского горизонтального и 
наклонного участков поверхности. Графически зависимости представляют со-
бой гармонические колебания, где значение амплитуды определяется величи-
ной уклона поверхности. Расстояние по оси абсцисс между наибольшей и 
наименьшей точками ординаты постоянно и равно 180 град, причем по ним 
устанавливается направление склона с учетом начальной фазы колебаний, ко-
торая определяет значение полной фазы колебания в момент φ = 0. 

Выводы. При круговом сканировании лазерным профилографом плоских 
горизонтальных и наклонных участков установлены круговые и эллипсоидные 
траектории замера соответственно. Приведено математическое и графическое 
описание данных в декартовой и полярной системах координат, позволяющее 
определить микрорельеф поверхности почвы, а также направление и уклон 
склона. В дальнейших исследованиях предлагается оценить траектории заме-
ра, получаемые при лазерном круговом сканировании выпуклых и вогнутых 
участков поверхности. 

Ключевые слова: математическая модель, траектория замера, поверхность 
почвы, лазерный профилограф, круговое сканирование. 
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BY CIRCULAR SCANNING WITH A LASER PROFILOGRAPH 
 
Abstract. 
Background. The scientific article offers a mathematical model of the measuring 

trajectory of the soil surface areas, performed by a laser Profiler using the circular 
scanning method. Among the known contact methods for measuring surface irregu-
larities, the pin method or profilometry is the most common, while ground-based la-
ser scanning and digital photogrammetry are popular among non-contact methods. 
The subject of the study is the process of measuring different areas of the soil sur-
face. The purpose of this work is to establish a mathematical model of the trajectory 
of measuring areas of the soil surface. 

Materials and methods. To measure the roughness of the soil surface profile, it is 
proposed to use a laser Profiler for circular scanning. The advantage of the Profiler 
is the high accuracy of measurement (±0.1 mm), which is provided by the laser sen-
sor. Also, compared to devices that measure in a single longitudinal-vertical plane, 
the circular scan Profiler has dimensions up to 4–5 times smaller for a single scan 
length. Considering the process of measuring data during circular scanning in a Car-
tesian and polar system with the beginning of the system in the center of rotation of 
the sensor, systems of equations are established.  

Results. To obtain a mathematical model of the trajectory of measurement by a 
Profiler that scans along a circle of constant radius, the control of flat horizontal and 
inclined sections of the surface is theoretically studied. Graphically, the dependen-
cies represent harmonic oscillations, where the value of the amplitude is determined 
by the value of the slope of the surface. The distance along the abscissa axis be-
tween the largest and smallest points of the ordinate is constant and equal to 180 de-
grees, and the slope direction is set based on them, taking into account the initial 
phase of the oscillation, which determines the value of the full phase of the oscilla-
tion at the moment φ = 0. 

Conclusions. For a circular scan with a laser profilograph flat horizontal and in-
clined sections set of circular and ellipsoidal trajectories of the measurement, re-
spectively. Mathematical and graphical descriptions of data in Cartesian and polar 
coordinate systems are given, which allow determining the micro-relief of the soil 
surface, as well as the direction and slope of the slope. In further studies, it is pro-
posed to evaluate the measurement trajectories obtained by laser circular scanning 
of convex and concave surface areas. 

Keywords: mathematical model, measuring trajectory, soil surface, laser рrofil-
er, circular scan. 

Введение 
Для сохранения и восстановления плодородия земель сельскохозяй-

ственного назначения и агроланшафтов ключевым моментом является изуче-
ние интенсивности эрозии почвы. Установлено, что микрорельеф почвы вли-
яет на процессы водной эрозии, а также на распределение стока и его ин-
фильтрацию [1, 2]. Тем не менее математическое описание микрорельефа 
остается плохо изученным [3]. 

Для количественной оценки шероховатости поверхности почв приме-
няют различные способы и методы, позволяющие измерить микрорельеф 
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почвы и проанализировать экспериментальные данные. Эти методы можно 
разделить на две группы: контактные и бесконтактные.  

Среди контактных методов измерения наибольшее распространение 
получил пин-метод, или профилометрирование, в то время как среди бескон-
тактных пользуются популярностью наземное лазерное сканирование и циф-
ровая фотограмметрия.  

Пин-метры и игольчатые профилометры [4–6] по-прежнему популярны 
при измерении шероховатости поверхности почвы, их преимуществом явля-
ется простота измерения. Недостатками данных устройств являются громозд-
кость, измерение профиля поверхности почвы только в одной продольно-
вертикальной плоскости, а также разрушающее воздействие уголок (пинов) 
на почву. 

Метод цифровой фотограмметрии дает возможность произвести замер 
большой площади поверхности как стационарно, так и с использованием бес-
пилотных летательных аппаратов [7, 8]. Недостатком метода цифровой фото-
грамметрии является чувствительность к солнечному свету, что требует про-
ведение испытаний в определенных метеорологических условиях, а также 
данные методы трудоемки в калибровке и обработке данных.  

Среди лазерных устройств можно выделить трехмерные лазерные ска-
неры [9, 10] и лазерные профилографы [11–13]. Недостатком метода трех-
мерного лазерного сканирования, как и цифровой фотограмметрии, является 
чувствительность к солнечному свету. Лазерные профилографы позволяют 
получить высокую точность измерения, но недостатком устройств [11–13] 
является измерение профиля поверхности почвы только в одной продольно-
вертикальной плоскости. 

Подводя краткий итог, следует отметить, что существует необходи-
мость в малогабаритном, портативном, высокоточном средстве измерения  
с математическим описанием полученных результатов. 

Материалы и методы 
При измерении шероховатости профиля поверхности почвы предлага-

ется использовать лазерный профилограф для кругового сканирования [14]. 
Устройство состоит из массивного основания 1 со стержнями для фиксации 
на поверхности почвы, на которое с помощью подшипника устанавливается 
ось 2, в нижней части которой крепится угловой датчик 3, а в верхней пер-
пендикулярно закреплено подвижное плечо 4 с противовесом 5 с одной сто-
роны и лазерным датчиком 6 с другой, установленного с помощью подвиж-
ного стержня 7, что позволяет изменять начальное положение лазерного дат-
чика 6 (рис. 1). На плече 4 установлен уровень 8. 

Лазерный датчик 3 устанавливается на определенной высоте 0H  и за-
меряет расстояние до поверхности почвы iH  по окружности радиусом замера 
R  и мгновенные значения угла поворота датчика iϕ . Значения двух парамет-
ров: расстояния iH  и угла iϕ  после обработки в электронном блоке сигналов 9 
передаются на ноутбук 10. 

Преимуществом лазерного профилографа с круговым сканированием 
является высокая точность замера (±0,1 мм), которая обеспечивается лазер-
ным датчиком РФ605-105/500 [15]. Также по сравнению с устройствами, 
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производящими измерение в одной продольно-вертикальной плоскости, про-
филограф с круговым сканированием имеет габариты до 4–5 раз меньше при 
одной длине сканирования.  

 

 
Рис. 1. Модель профилографа 

 
Для оценки данных при круговом сканировании в декартовой и поляр-

ной системе за начало системы принят центр вращения датчика 6. Направле-
ние осей декартовой системы координат принято в зависимости от угла пово-
рота лазерного датчика iϕ  согласно рис. 1.  

Траектория движения датчика расположена в горизонтальной плоско-
сти и представляет собой окружность радиусом замера R, которая задается  
в декартовой системе координат уравнением 

 
2 2 2 ,

0,
i i

i i

R x y
z H

 = +


= =
  (1) 

где R – радиус перемещения датчика, м; ix , iy , iz  – значения абсциссы, ор-
динаты и аппликаты точки датчика в i-м положении, м; iH  – значение рас-
стояния до поверхности почвы, м. 

В полярных координатах уравнение окружности примет вид 

 
,

0 360 ,
0,

i

i i

R

z H

ρ =
 < ϕ < °
 = =

  (2) 

где ρ  – радиус перемещения датчика в i-м положении, м; iϕ  – угол поворота 
датчика в i-м положении, град. 
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Координаты ix , iy  связаны с углом iϕ  в полярных координатах фор-
мулами: 

 
cos ,
sin .

i i

i i

x R
y R

= ϕ
 = ϕ

  (3) 

Результаты и обсуждение 
В зависимости от формы рельефа замеряемых участков образуются 

различные траектории, получаемые пересечением цилиндрической поверхно-
сти радиусом замера R, образуемого полным оборотом датчика в текущем 
положении, и поверхностью замеряемого участка (далее – траектории  
замера). 

Для получения математической модели траектории замера профило-
графом, производящим сканирование по окружности радиусом R, рассмот-
рим контроль плоского горизонтального и наклонного участков поверхности. 

Представим траекторию замера на плоском горизонтальном участке 
(рис. 2), геометрически представляющем собой горизонтальную плоскость, 
смещенную относительно плоскости вращения датчика 3 на расстояние 0H  
по вертикали. 

 

 
Рис. 2. Траектория замера плоского горизонтального участка 

 
Траектория замера, образуемая пересечением цилиндрической поверх-

ности радиусом замера R  с горизонтальной плоскостью, будет представлять 
собой окружность, которая в декартовой системе координат задается уравне-
ниями: 

 
2 2 2

0

,
.

i i

i i

R x y
z H H

 = +


= =
  (4) 
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В полярных координатах уравнение окружности имеет вид 

 

0

,
0 360 ,

.
i

i i

R

z H H

ρ =
 < ϕ < °
 = =

  (5) 

При рассмотрении на плоском наклонном участке траектория замера 
будет следующей (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Траектория замера на плоском склоне 

 
Плоский склон представляет собой плоскую наклонную поверхность, 

размещенную под некоторым углом к горизонтальной плоскости, уравнение 
которой имеет вид 

 0,ax by cz d+ + + =   (6) 

где a, b, c, d – постоянные коэффициенты. 
Коэффициенты a, b, c, d наклонной плоскости определены через три 

точки плоскости: О( 00;0; H ), Х( max 0;0; xR H H− ) и Y( max 00; ; yR H H− ), где 

maxxH – максимальное расстояние от лазерного датчика до поверхности поч-
вы по оси х, м; maxyH  – максимальное расстояние от лазерного датчика до 
поверхности почвы по оси y, м; 0H  – высота установки лазерного датчика от 
поверхности почвы, м. 

Тогда система уравнений для поверхности может быть задана следую-
щим образом: 

 
0

max 0

max 0

,
( ) 0,
( ) 0.

x

y

d H c
Ra H H c d
Rb H H c d

 = −


+ − + =
 + − + =

  (7) 
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Коэффициенты a, b и d выражены через с из системы уравнений (7): 

 

0

max 0

max 0

,
( ) ,

( )
.

x

y

d H c
H H ca

R
H H c

b
R

= −
 − = −

 −
 = −


   (8) 

Подставив значения коэффициентов a, b и d из системы уравнений (8)  
в (4) и сократив коэффициент с, получим уравнение для нахождения коорди-
наты z: 

 max 0max 0
0

( )( ) .yx
i i i

H HH Hz x y H
R R

−−
= + +   (9) 

Тогда окончательно траекторию, образуемую пересечением наклонной 
плоскости с цилиндрической поверхностью радиусом замера R, можно опи-
сать следующими уравнениями: 

 

2 2 2

max 0max 0
0

,
( )( ) .

i i

yx
i i i i

R x y
H HH Hz Н x y H

R R

 = +

 −−

= = + +


  (10) 

Коэффициенты перед координатами ix  и iy  представляют собой укло-
ны по осям х и у соответственно. 

С учетом уравнения (3) в полярных координатах система уравнений 
(10) предстанет в виде 

 

max 0 max 0 0

,
0 360 ,

( )cos ( )sin .
i

i i x i y i

R

z Н H H H H H

ρ =


< ϕ < °
 = = − ϕ + − ϕ +

  (11) 

Для определения уклона плоского склона i необходимо определить 
наибольшее расстояние maxH  на радиусе замера R : 

 max 0H Hi
R

−
= ,  (12) 

где i – уклон плоского склона; maxH  – максимальное расстояние от датчика 
до поверхности почвы, м. 

Для определения типа линии, образуемой пересечением наклонной 
плоскости с цилиндрической поверхностью радиусом замера R, рассмотрен 
участок траектории замера в системе координат ( ix′ , iy′ ) на наклонной плос-
кости (рис. 4).  

Из рис. 4 видно, что  

 
cos ,
cos ,

i i i

i i i

x x
y y

′= α
 ′= β

  (13) 
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где ix′ , iy′  – значения абсциссы и ординаты точки траектории в i-м положе-
нии, м. 

 

 
Рис. 4. Участок траектории замера на наклонной плоскости 

 
Тогда первая часть системы уравнений (10) предстанет в виде 

 
2 2 2( cos ) ( cos ) .i iR x y′ ′= α + β   (14) 

Поделив уравнение (13) на 2R , получим выражение 

 
2 2 2 21 ( cos ) / ( cos ) / .i ix R y R′ ′= α + β   (15) 

По осям x′  и y′  радиус R  можно представить как 

 

max

max

cos ,
cos ,

i i

i i

R x
R y

′= α
 ′= β

  (16) 

где max max,i ix y′ ′  – максимальные значения абсциссы и ординаты точки траек-
тории в i-м положении, м. 

Подставив значения R  из уравнений (16) в уравнение (15), получим 
уравнение траектории замера: 

 

2 2
2 2 2 2

max max2 2
max max

( cos ) ( cos )1 / / .
( cos ) ( cos )

i i
i i i i

i i

x y x x y y
x y

′ ′α β ′ ′ ′ ′= + = +
′ ′α β

  (17) 

Уравнение (17) показывает, что траектория замера, образуемая пересе-
чением цилиндрической поверхности радиусом замера R  c наклонной плос-
костью, представляет собой эллипс.  
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На рис. 5 показаны графическое отображение уравнений зависимости 
расстояния iH  от координат ix  и iy  (10) и от угла iϕ  (11) при различных 
значениях maxxH  и maxyH . 

 

 
Рис. 5. Круговые диаграммы зависимости расстояния iH   

от координат ix  и iy  и от угла iϕ   
 
На круговых диаграммах (рис. 5) показано произвольное i-е положение 

датчика с углом поворота iϕ  и соответствующими координатами ix  и iy  ра-
диусом R. Координаты iz  (расстояния iH  определяются пересечением линий 
под углом iϕ  с соответствующей траекторией. По максимальным расстояни-
ям от лазерного датчика до поверхности почвы maxH  траекторий определены 
направления плоских склонов. 

На рис. 6 показаны развернутые графики зависимости расстояния iH  
от угла iϕ  при различных значениях maxxH  и maxyH .  

При рассмотрении графиков зависимости расстояния iH  от угла iϕ  по 
рис. 6 можно отметить, что графически зависимости представляют собой 
гармонические колебания, где значение амплитуды определяется величиной 
уклона поверхности. Расстояние по оси абсцисс между наибольшей и 
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наименьшей точками ординаты постоянно и равно 180 град, причем по ним 
устанавливается направление склона с учетом начальной фазы колебаний, 
которая определяет значение полной фазы колебания (и самой величины H)  
в момент φ = 0.  

 

 
Рис. 6. Графики зависимости расстояния iH  от угла iϕ  

Заключение 
При круговом сканировании лазерным профилографом плоских гори-

зонтальных и наклонных участков получены круговые и эллипсоидные тра-
ектории замера соответственно. Приведено математическое и графическое 
описание данных в декартовой и полярной системах координат, позволяющее 
определить микрорельеф поверхности почвы, а также направление и уклон 
склона. В дальнейших исследованиях предлагается оценить траектории заме-
ра, получаемые при лазерном круговом сканировании выпуклых и вогнутых 
участков поверхности. 
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